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8. Linearna aproksimacija funkcije
viSe varijabla, tangentna ravnina,
diferencijal.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se pojmovi linearne i kvadratne aproksimacije za funkcije jedne var-
ijable, uvode i za funkcije dviju ili viSe varijabla. Takodjer, navode se neke
primjene tih pojmova.

II. Pripadni inZenjerski odnosno matematiéki problem

Linearna i kvadratna aproksimacija (aproksimaciji viseg reda, i, kona¢no, Tay-
lorov red), uz mnoge druge primjene, imaju vaznu ulogu u problemu pribliZznog
odredjivanja vrijednosti funkcija. Pokazuje se da se ti vazni pojmovi mogu
definirati i za funkcije vige varijabla (samo §to ¢emo se mi zadrzati samo na lin-
earnoj i kvadratnoj aproksimaciji). Naravno, pomoc¢u njih se rjeSavaju analogni
problemi. Jedno od osnovnih jest ovo: kako se priblizno promijeni vrijednost
funkcije f dviju varijabla, ako se varijabla x promijeni od zg do zg + Az, a
varijabla y od yo do yo + Ay?

S matematickog stanovista ova je lekcija vazna jer se u njoj uvjezbava analogija,
jedna od najvaznijih matematickih, a i znanstvenih metoda.

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam i geometrijsko znacenje derivacije funkcije jedne
varijable, te pojam parcijalnih derivacija prvog i drugog reda funkcija vise vari-
jabla. Takodjer, potrebno je poznavati pojam linearne i kvadratne aproksimacije
za funkcije jedne varijable, te pojam diferencijala funkcije jedne varijable.

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Linearna aproksimacija funkcije dviju varijabla.
Prema uzoru na linearnu aproksimaciju funkcije f jedne varijable oko xzg:

flxo + Ax) = f(wo) + f'(x0)Aw
iliti, u drugom zapisu, uz zamjenu xy + Az = x,
f(@) = f(wo) + f'(w0)(z — @0)

definiramo linearnu aproksimaciju funkcije dviju varijabla f oko (zg,yo):
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iliti, u drugom zapisu, uz zamjenu xg + Az = x i yo + Ay = y,

f(z,y)

Vidimo da formula uzima u obzir doprinos od promjene varijable x i varijable

y; ti se doprinosi zbrajaju.

Primjer 1. - primjena formule za linearnu aproksimaciju.
Odredimo linearnu aproksimaciju funkcije f(z,y) :=

(1,1).
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Tu je jos: f(1,2) = 1. Zaklju¢ujemo (iz druge formule) da za (z,y) =~ (1,2)
vrijedi
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Takodjer je 5L(1,1) = §L(1,1) = 51 i f(1,1) = 2, pa je, za (w,y) ~ (1,1),
V6 —a? —y? f%(xfl)ff(y—l)ziif%xffy
Iz tablice se mozete uvjeriti u doseg tih formula.
x 4 {
« l 4 Je- 2'=4° G~x=2Y | B-a%%
A 2 A 1 4.5
AA | Zed 0.6464 0.3 1.
Iy 4 4.9 A8 63 A {.5
0.9 2. 4 0.8% 32 0.8 {5
A A < 3 <
A A A A Bs24 2. % i. 5
Ap ) 9.3 ( 199 5o 3. 4 2

Primjer 2. Odredimo priblizno promjenu udaljenosti tocke T'(3,6,6) od
ishodista, ako joj se prva koordinata povecéa za 0.2, druga smanji za 0.2 i treéa

poveca za 0.17.

Koristimo se formulom za linearnu aproksimaciju funkcije f triju varijabla

oko (g, Yo, 20), iz koje dobijemo pribliznu formulu za prirast funkcije oko (xq, yo, 20):
Af = f(zo+ Az, 20 + Ay, ¢ + Az) &

%(xOvyOa Zo)Aif +
Tu je f(z,y,2)

Azx =0.2, Ay =-0.2, Az=0.1.
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Dakle, f(3,6,6) =9, §to je pocetna
e 9 0,
5£(3,6,6) = %, 5£(3,6,6) = §L(3,6

=3,

udaljenost tocke T od ishodista,
,6) = 2, ikonatno: Af ~1-02—-2.02+

%0.1 = 0, pa se udaljenost prakti¢no nije promijenila (sl.1.). Izravnim ra¢unom

dobijemo da je nova udaljenost v/3.22 + 5.82 + 6.12 ~ 9.005.
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Geometrijska interpretacija linearne aproksimacije - tangentna ravn-

Za funkciju f jedne varijable, formula linearne aproksimacije oko xg:

f(x) = f(xo)

+ f'(w0)(z — x0)

geometrijski se interpretira time $to je pravac s jednadzbom

y = [f(wo) +
tangenta na graf funkcije f u tocki (x
tangentu: f(z) se zamijeni s y, a pribl

[r do ff {:c.';"

f'(wo)(z — 20)

0,Yo) (sl.2). Uocite prijelaz s formule na
izna vrijednost znakom jednakosti.
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Analogno tome, formula linearne aproksimacije funkcije f oko (xg,yo):

) oo 0) + 5L (0,0 = 50) + 5 20, 30) 4 = 0)

geometrijski se interpretira time §to je ravnina s jednadzbom

= o, 0) + GGz o) = ) + 5 (2, 10) (0~ o)

tangentna ravnina na graf funkcije f u tocki (xo,vo, f(zo,¥0))) (sl.3). Uocite
da je u obje formule desna strana ista.
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Primjer 3. Odredimo jednadZbu tangentne ravnine na graf funkcije f(z,y) :=

V6 — 22 —y? u tocki (1,2,1).

Koristeci se rezultatom Primjera 1, dobijemo jednadzbu
z =6—x —2y. To znadi da je tofka (x,y, z) prostora na tangentnoj ravnini ako
i samo ako vrijedi z =6 — x — 2y.

Diferencijal funkcije dviju varijabla.
Prema usporedbi prirasta, pribliznog prirasta (na osnovi linearne aproksimacije)
i diferencijala funkcije jedne varijable:
Prirast funkcije f u z: Af(x) := f(x + Az) — f(x)
Priblizni prirast u z:  Af(z) =~ f/(x)Ax
Diferencijal u z: df (z) = f'(x)dz,
imamo analogne pojmove za funkcije dviju (ili vise) varijabla:



Prirast funkcije f u (z,y): Af(z,y):= f(x + Az, y —|— Ay) — f(z,y)

Priblizni prirast u (z,y): Af(z, y) 8:1: Lz, y)Am +2 o Lz, y)Ay

Diferencijal u (z,y): df(z,y) = 8w ! x, y)dx—i— (J: y)dy.

Uocite kako se diferencijal dobije iz formule za prlbhzm prirast, zamjenom Ax
s dz,Ay s dy, i znaka priblizne vrijednosti znakom jednakosti.

Analogno vrijedi za funkcije triju ili viSe varijabla.

Primjer 4. Odredimo diferencijal funkcije f(z,y,2) := /22 +y%2+22 1
diferencijal te funkcije u (3,6, 6).

Koristedi se rjeSenjem Primjera 2, dobljemo
df (z, vz z) = %L (z, y7 2)da + 5L (2, y, )dy+ L(z,y,2)dz =

\/z2+y2+z2 dz + \/12+y2+z2 dy+ \/z2+y2+z2 &
Uvrstavanjem z = 3, y = z = 6 (ali ne u dz, dy, dz), dobijemo:
d(f(3,6,6)) = gda: + gdy + gdz = %dm + %dy + %dz

Dodatak: Kvadratna aproksimacija funkcija dviju varijabla.
Prema uzoru na kvadratnu aproksimaciju funkcije f jedne varijable oko zq:

Flao + Ax) & f(a) + £/(a0)Ar + L0 (A2
iliti, u drugom zapisu, uz zamjenu xg + Ax = =z,
Fla) & Flao) + F (o)l — w0) + L) (@ )2

definiramo kvadratnu aproksimaciju funkcije dviju varijabla f oko (xg,yo):

f(xo + Az, yo + Ay) = f(x0,y0) + g%(l“o,yo)AfE + 4 5 (2o, y0) Ay+

2 x
L0 55+ 2280 w0l Sy + 000

Frel (.’Eo, yO)

iliti, u drugom zapisu, uz zamjenu xo + Az = x i yo + Ay =y,

Sw) = 1o, w0) + 3;; (20, 90) (& — w0) + 55 (20, 30)(y — o)+
2L (20, 50) (& — 20) (5 — o) + A (0, yo) L.

2
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Vidimo da formule, iz linearni dio, imaju dodatni, kvadratni dio. Uocite tri
pribrojnika u kvadratno dijelu; oni se odnose, redom, na (Ax)?, AxAy, (Ay)2.
Uz AxzAy nema dijeljenja s 2!, $to se moze tumaciti time $to se jedanput gleda
AzAy, a drugi AyAz.

Postoje analogne formule i za funkcije triju ili viSe varijabla.
Takodjer, postoje formule za kubnu aproksimaciju itd.

Primjer 5. Odredimo kvadratnu aproksimaciju funkcije
f(x,y) == In(x? + y?) oko (0, yo), posebice oko (1,0).
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Odavde dobijemo:
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Sad moZemo zapisati kvadratnu aproksimaciju (druga formula):
In(a? +y%) ~ In(ag + y3) + F%z (x — 20) + 7%= (y — o)+

z3+yg

2 2 2 2
%(Jﬂ —z0)? + (—4)%(1’ —20)(y — o) + %(y —y0)?

Ako sad stavimo (zg,yo) = (1,0), dobit ¢emo
In(z%+y?) ~ 0+2(z—1)+0-(y—0)+(=1)(z—1)>—4-0(x—1)(y—0)+1-(y—0)?,
.
In(z? +9?) = 2(x — 1) — (z — 1)2 + 2.



